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Cointegração e Pairs Trading

Resumo

Mostramos como as técnicas de cointegração são usadas
para arbitragem estat́ıstica em séries financeiras.

Identificamos os principais problemas e riscos desta
abordagem.

Propomos diversas alternativas e temas a serem
investigados com séries cointegradas.
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O modelo CAPM

O retorno de um ativo no CAPM (Capital Asset Pricing
Model) pode ser separado em dois componentes,
sistemático e não sistemático ou residual.

rp = βrm + θp.

θp é a componente não explicável pelo mercado.

As componentes de mercado e residual são assumidas não
correlacionadas.
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Neutralidade ao Mercado

Dizemos que uma estratégia é neutra ao mercado quando
seus retornos são não correlacionados com os retornos do
mercado.

No contexto do CAPM, numa carteira neutra ao mercado
temos que β = 0.

Exemplo

Considere duas carteiras A e B, com betas positivos βA e βB .
Construimos a carteira AB com r posições vendidas de A e 1
posição comprada de B, rAB = (−rβA + βB) rm + (−rθA + θB).
Se r = βB

βA
, então a carteira AB é neutra ao mercado.
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Extensão Multivariada

Uma extensão natural ao CAPM é quando temos
múltiplos fatores de exposição ou sensitividade.

r = β1r1 + β2r2 + . . .+ β2r2 + re .

onde re é o retorno idiosincrático ou espećıfico do ativo
que não é explicado pelos fatores do modelo.

É razoável supor que o retorno espećıfico de um ativo não
seja correlacionado com os fatores ou com os retornos
espećıficos de qualquer outro ativo do modelo (APT).

De acordo com o APT, se duas ações têm os mesmos
fatores de risco então então seu retorno esperado é o
mesmo.
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Estratégia

Para construir esta estrategia neutra ao mercado usamos
uma posição comprada e outra vendida (carteira
long-short).

O spread é a componente residual da carteira neutra ao
mercado.

Cointegração

Considere duas séries temporais Xt e Yt , integradas de ordem
1, I (1). Dizemos que Xt e Yt são cointegradas se existe uma
combinação linear, Zt = Yt − γXt , tal que, Zt é I (0).

A idéia de cointegração, entre outras, fez com que Engle e
Granger ganhassem o prêmio Nobel em Economia em
2003.
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Cointegração

Na prática é razoável pensar que duas séries com
carateŕısticas similares ou do mesmo setor sejam
cointegradas.

Para escolher os pares é recomendado fazer uma
identificação emṕırica ou fundamentalista e também uma
identificação teórica.

A dinâmica de cointegração é capturada pela noção de
correção de erros (Teorema de representação de Granger).

yt − yt−1 = αy (yt−1 − γxt−1) + εyt

xt − xt−1 = αx (yt−1 − γxt−1) + εxt
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ECM (Error Correction Model)

Representação ECM:

yt − yt−1 = αy (yt−1 − γxt−1) + εyt

xt − xt−1 = αx (yt−1 − γxt−1) + εxt

Na parte de correção de erros αy (yt−1 − γxt−1), temos:

O fator yt−1 − γxt−1 representa o desvio do equiĺıbrio de
longo prazo (spread),
γ é o coeficiente de cointegração, e,
αy é a velocidade de correção de erros.
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Modelo de tendências comuns

Stock e Watson tratam cointegração a través do modelo
de tendências comuns:

yt = nyt + εyt

xt = nxt + εxt

de onde,

yt − γxt = (nyt − γnxt ) + (εyt − γεxt ) (1)

se nyt = γnxt , então (1) é estacionária.
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Pairs Trading

O primeiro uso desta técnica é atribuida a Nunzio
Tartaglia do Morgan Stanley a meados dos 80.

A idéia é vender o ativo sobre-valorizado e comprar o ativo
sub-valorizado de forma “relativa”.

Os preços não são importantes, mas sim o spread.

Quanto maior é o spread, maior é a probabilidade de
precificação errada e portanto maior o ganho potencial.
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Pairs Trading

Figura: Preços das ações da companhia Eletrobrás (ELET3 e ELET6)

Tempo em dias, t

Preço, Pt
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Pairs Trading

Arbitragem Estat́ıstica. Posicionar-se quando existe uma
má precificação, ou seja, quando o spread está longe de
seu valor médio.

Embora esta estratégia é chamada de arbitragem, ela
possui risco.

Dúvidas

Como identificar ativos cointegrados?

Que valores usamos para a construção da carteira neutra
ao mercado?

Quando o spread diverge significativamente de sua média?
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Estrategia de Trading

Sejam dois papeis com preços PA
t e PB

t , cointegrados,
com coeficiente de cointegração γ.

O spread é dado por st = log PA
t − γ log PB

t .

Se st < δ, então long A e short γB.

Se st > δ, então short A e long γB.

O bid-ask spread pode server como limite para para δ.
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Estrategia de Trading

Exemplo

Considere γ = 1, 5, δ = 0, 045,
No tempo t: BidA = 19, 5, AskB = 7, 46,
No tempo t + n: AskA = 20, 10, BidB = 7, 17,
Bid-Ask Spread médio para A: 0,0005 (5 basis points),
Bid-Ask Spread médio para B: 0,0010 (10 basis points),
A Estrategia
Custo médio de Bid-Ask Spread:
0, 0005 + 1, 5× 0, 0010 = 0,002 (20 basis points)
st = log(19, 5)− 1, 5× log(7, 46) = −0, 045
st+n = log(20, 1)− 1, 5× log(7, 17) = 0, 045
retorno = st+n − st = 0, 09
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Seleção de Pairs

Grande Quantidade de papeis.

A través de regras heuŕısticas pode-se chegar a obter dois
grupos: potencialmente integrados e potencialmente não
cointegrados.

A idéia é obter uma medida de cada par simples e que
pode conter os aspeitos fundamentais de cada firma
(APT).

Depois de obtidos os 2 grupos, podem se rodar testes de
tradability ou testes de cointegração.
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Seleção de Pairs

Considere o modelo de tendências comuns:

yt = nyt + εyt

xt = nxt + εxt

Se yt e xt estão cointegrados, então, nyt = γnxt

As inovações derivadas das tendências comuns devem ser
perfeitamente correlacionadas.

O coeficiente de cointegração γ pode ser obtido mediante
uma regressão das innovações dos retornos das tendências
comuns.
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Seleção de Pairs

rt = r c
t + r s

t

Note que as tendências comuns podem ser estacionárias
ou não estacionárias enquanto enquanto as componentes
espećıficas têm que ser estacionárias.

Para as séries ser cointegradas, a primeira diferencia da
componente espećıfica não pode ser rúıdo branco.

Se dois ativos têm o mesmo perfil de exposição a fatores
de risco, satisfaz a condição necessária para cointegração.
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Seleção de Pairs

rA − γrB = (r c
A − γr c

B) + (r s
A − γr s

B)

rport = r c
port + r s

port

Note que se os ativos são cointegrados, então, r c
port = 0 e

a componente espećıfica deve ser estacionária.
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Medida para Seleção de Pares

|ρ| =

∣∣∣∣ cov(rA, rB)
√

varrAvarrB

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ bAFbB√
(bAFbB)(bAFbB)

∣∣∣∣∣
A correlação pode ser interpretada geométricamente como
o coseno do ángulo entre os vetores.

Dificilmente duas ações estão perfeitamente alinhadas
(mesma firma).

Noticias podem mudar drásticamente os fundamentos de
uma firma fazendo com que a estrutura de correlação se
quebre.
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Medida para Seleção de Pares

Outra medida é o SNR (Signal-to-Noise Ratio) do spread,
st = rA − γrB .

SNR =
σstationary

σnonstationary ,t

Quanto maior o SNR maior a chance dos pares serem
cointegrados.

Note que o desvio padrão da parte não estacionária
depende do tempo (stopping time orders).
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Verificação de Pares

log(PA
t )− γlog(PB

t ) = µ+ εt

A medida r-quadrado da regressão entre duas séries não é
uma boa medida (Regressão Espúria), Granger e Newbold.

Testes de Cointegração vs Testes de Tradability.

Estimação das Relacão linear entre as séries.
Estacionariedade dos reśıduos.

A presença do premio µ pode se dever a liquidez, trading
intraday, etc.
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Determinação da Relação Linear

γ pode ser estimada da regressão dos retornos das duas
séries cointegradas ou também usando seu tendência

comum no APT, γ =
b′

BFbA

b′
AFbA

.

Note que no caso da regressão, ambas as séries são
estocásticas e geralmente apresentan comportamento
heteroscedástico na volatilidade.

Para a regressão costuma-se usar preços no fechamento ou
preços ponderados pelo volume (minimiza outliers).

Entre dois γ’s estimados, prefére-se o maior.

Usamos µ somente quando é significativamente diferente
de zero.
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Testando Reśıduos para Tradability

O número de visitas ao zero (zero-crossing) nos permite
caraterizar a reversão à média.

Quanto maior o número de visitas ao zero, maior o SNP,
mas, menor tempo posicionado na carteira do spread.

Temos alguns resultados sobre o número de visitas ao
zero. Movimento Browniano, Processos ARMA, etc.
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Regra de Stopping Time

Podemos modelar a distribuição do tempo necessário entre
visitas ao zero usando bootstrap.

Com isso evitamos o fato de ter uma única realização.

Estabelecemos um tempo limite para reversão, baseado na
distribuição encontrada.

Embora regras de stop gain e stop loss são importantes,
uma regra de stopping time pode nos proteger também de
posśıveis quebras estruturais.
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Spread

Figura: Spread de uma carteira Long-Short

Tempo em dias, t

Spread, st
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Algumas Áreas de Pesquisa

Cointegração Dinâmica? Spread ou Relação Linear?

Quebras Estruturais.

Regras de Stop.

Fatores Latentes.
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