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Algumas consideracdes basicas sobre equacoes difere nciais :

® Sao equacdes cujas incognitas sdo fungdes (ou processos) que aparecem na forma de suas
respectivas derivadas. A solucdo de uma equacéo diferencial € a determinacéo da funcao-incognita de

forma que a equacao se torne verdadeira. Exemplo: ((cos(x))”"= -cos(x), entdo y=cos(X) € a solucédo da
ED y”+y=0

* EDO (Ordinérias) contém funcdes de apenas 1 variavel (geralmente, o tempo):
mZiD — pa(),

* EDP (Parciais) contém funcdes com mais de 1 variavel:
Pu  Pu
a2 T oy

* Estocastica: incognita € um “processo estocastico”, assim como o é a sua solucao:

dx(t) = a(z,t) dt + b(z,t) dW,

=0,

* As solu¢cdes das ED podem existir ou néo, e existindo, podem ser Unicas ou nao;

« ED informam como variagcdes de uma grandeza afetam outras grandezas relacionadas. Constituem
bons modelos para processos que se alteram ao longo do tempo;

» Sao mais dificeis de resolver do que as equacdes algébricas comuns. Apenas as ED mais simples
admitem solucdes explicitadas por férmulas. Solugdes numéricas aproximadas com utilizacdo de
computadores se constituem em pratica comum;



Equacdbes Diferenciais Estocasticas

®* Em uma equacdo diferencial estocastica a incognita ndo € uma funcdo, mas sim um processo
estocastico. E qual a diferenca entre uma funcdo e um processo estocastico? Em uma funcéo, a cada

instante t, associa-se um determinado valor, €, em um processo estocastico, a cada instante t, associa-
se uma distribuicdo de valores;

» Pode ser um Processo de Wiener (em homenagem a Norbert Wiener, fundador da cibernética), que é
caracterizado pelas seguintes propriedades:

« E continuo no tempo;

« E um Processo de Markov, ou seja, basta termos sua distribuicido de probabilidades e seu valor
atual para se calcular o valor futuro;

« Cada incremento no processo é independente dos incrementos anteriores;

» Mudancas no processo sobre qualquer intervalo de tempo sdo normalmente distribuidas, com
uma variancia que aumenta linearmente com o intervalo de tempo;
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Equacobes Diferenciais Estocasticas

®* Tomemos a sua forma mais tipica, quando usada em probabilidade e matematica financeira:
dr(t) = a(x,t)dt + b(z,t) dW;
Onde x(t) € o0 processo estocastico continuo no tempo (chamado processo de difusao);

* Em que Wt denota um Processo de Wiener ou um movimento Browniano padrdo. Wt néo é
diferenciavel e, portanto, requer uma regras particulares de Calculo e matematica extremamente
complexa;

* Podemos interpreta-la da seguinte forma: para um pequeno intervalo de tempo & ,0 processo
estocastico x(t) modifica seu valor em um montante tal que € normalmente distribuido com expectativa
U(x(t),t) & e variancia a(x(t), t)2 6 e é independente do comportamento passado do processo.

¢ Um Movimento Browniano Geométrico (MBG) é um processo estocastico no qual o logaritmo da
quantidade que varia randomicamente (que é o preco de uma acgao, e que € tratado como log-normal
porque, logicamente, o pre¢co de uma agao nunca cai abaixo de zero) segue um movimento Browniano
ou um processo de Wiener, como na aplicacdo da famosa equacéo de Black-Scholes:

dS; = pSy dt + 0.5 dW, 45
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Equacao de Black-Scholes:

 Utilizado para a precificacao de opcoes;

Ve

* E uma equacao gque “nasce” estocastica e “morre” a derivadas parciais:

dSﬁ == _j'_t.St dt + CFS{; de '

S € o preco de um ativo. V = V(S,t) representa o valor de uma opgéo. p é a taxa de drift do ativo,
o é a volatilidade de pregos do ativo e r é a taxa livre de risco.

V1,0V v

Frase de Fisher Black:

[ spent many, many days trying to find the
solution to that equation. I have a Ph.D. in applied
mathematics, but had never spent much time on dif-
ferential equations, so I didn't know the standard
methods used to solve problems like that. I have an
A.B. in physics, but I didn’t recognize the equation
as a version of the “heat equation,” which has well-
known solutions.

Equacao do Calor:

Descreve a distribuicao de calor (ou variagéo de
temperatura) em uma dada regi&o ao longo do tempo.
Para uma funcéo u(x,y,z) de trés variaveis espaciais e
uma variavel de tempo t, a equacao do calor se escreve
assim:

@ I v Pu  O%u _
ot “\oz T o2 T922) "

*u descreve a temperatura em uma data localizacéo x,y,z.
Esta funcdo variara ao longo do tempo a medida em que o
calor se espalha pelo espaco. u=u(t,x,y,z) é a temperatura
em funcao do tempo e do espaco. du/dt é a taxa de
variagdo da temperatura em um ponto no tempo. uxx, uyy
e uzz sao as conducdes térmicas da temperatura nas
direces x,y e z. E k é a condutividade térmica do

material.




Mas como um MGB, dentro de uma equacao diferencial estocastica, se
transforma numa equacoes a derivadas parciais, como a equacao do
calor?

® O preco de um ativo segue um MGB, e portanto, o pre¢co da opc¢ao relativa a este ativo também segue
um MGB. O preco da opcéo tambem depende do tempo. Utilizando o Lema de It6*, € possivel encontrar
uma equacao estocastica que caracterize o0 processo:

L de It6 2y
dS, = pSydt + oS, dW, | = | av = ( s+ N Leg )m 052 aw.

as dt 5% a5

 Atraves das premissas de que (i) a parcela estocastica da equacao pode ser vista como uma “carteira-
equivalente” a opcao (ou que repligue a opcéo), e como, (ii) em um mercado eficiente, ndo ha
possibilidades de arbitragem, entdo esta carteira pode ser substituida pela taxa de juros, que nao é
considerada estocastica. Desta forma, uma equagcao eminentemente estocastica se transforma em uma
equacao a derivadas parciais, que € a equacao do calor:

av 1 Edg oV
df+ USdSE—I—’rSaS rV = 0.

(*) O Lema de 1td mostra que a segunda derivada dos termos de um Processo de Wiener se tornam deterministicos através de uma
integracdo estocéstica. E a “regra da cadeia” do célculo ordinario.
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O que é Reversao para a Media?

* E provavel que, a um evento raro, siga-se um evento menos raro. Ou, em outras palavras, que o
desempenho médio de uma acéo tenda a convergir “mais para a média” ao longo do tempo;

« Em matematica, o Processo de Ornstein-Uhlenbeck retrata a Reversao para a Média. Este é um
processo estocastico (x(t)), da seguinte forma:

Ornstein - Unlenbeck O Processo de Ornstein-

: \\\ S Uhlenbeck € um exemplo de

- Processo Gaussiano, como o
M Processo de Wiener. No caso de

| T Wiener, o drift (pressdo) é
constante mas no caso de

Ornstein-Uhlenbeck, ha uma

dependéncia do valor atual do

e processo: se o valor corrente €
- » maior do que a média de longo

3 . . : : prazo, o drift € negativo, e se 0
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O que € um Jump (ou Jump-Diffusion) Process?

« E um tipo de processo estocéastico contendo movimentos de grandes saltos, ao invés de pequenos
movimentos continuos;

« Em um processo classico log-normal de difusdo, como aquele considerado em Black-Scholes, os
retornos logaritmicos tém uma distribuicdo normal. Mas na vida real, para o mercado de acdes, por
exemplo, por conta das faléncias, dos turnarounds, das inversdes de fluxo decorrentes das perspectivas
econdmicas, os processos de Jumps, associados a Difusdo, nos servem como melhores modelos;

Tome st oum

As distribuicdo que resultam dos
jumps sao leptocurticas, ou seja,
apresentam um pico mais agudo
em torno da média e tém caudas

"l

L2d

gordas, o que indica maior

_’—_-“_‘_—-—_J_«___ﬁ_ possibilidade de ocorréncia de
e T

-
! = ST T e valores extremos.

" L. Exemplos de distribuices como
| estas sdo os chamados Lévy
Flights, descritos por Benoit
Mandelbrot em The Fractal
Geometry of Nature.

)
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As premissas sobre as quais eu me apoiei para const  ruir um modelo util
para previsao da seérie de precos de Inepar (INEP4):

* Uma Unica acao (mais simples);

e Liquidez restrita, mas ainda significativa, de aproximadamente R$ 1MM/dia e 50 negdcios/dia (em
casos como este é possivel observar melhor a relacdo entre os diferentes tipos de traders);

 Os diferentes tipos de traders para Inepar:

* Traders tipo A: sao aqueles cujas ofertas ou demandas pelo papel séo geradas a partir do conhecimento dos
fundamentos econdémicos, operacionais e financeiros da empresa em si. Sa8o aqueles que enxergam apenas a
empresa por detrds da acao e entendem deter um preco-alvo para o ativo, a se realizar em um determinado prazo.
Se o preco corrente de mercado (p,,,) for menor do que o prego-alvo trazido a valor presente (p,), este trader
compra (demanda d_>0), e, em caso contrario, ele vende (d,<0) o papel. Este grupo, ao interagir com os demais,
tende a gerar um processo estocastico em que ha grandes movimentos discretos (saltos ou jumps). A demanda,
em numero de ac¢des (n,), que estes agentes geram poderia ser assim escrita:

n, = A*[(p,— Pm)/P], onde A é uma constante que reflete o poder econémico deste grupo de agentes,
relativamente aos outros players de mercado;

* Traders tipo B : sédo aqueles agentes cujas demandas (d,) estédo associadas as variagdes de precos e executam
seus tradings, processando — meramente - estas informacdes de precos, baseados em algum modelo grafista,
técnico ou quantitativo. Estes agentes ndo enxergam a empresa por detras da acdo e se movem exclusivamente
por dp,/dt, reforcando o fendmeno de reverséo para a media;

 Traders tipo C : sdo aqueles que geram uma demanda (d.) randdémica por agdes, dentro de um certo intervalo de
precos em torno do preco de mercado, caracterizando um Movimento Geométrico Browniano. Estes agentes nao
se guiam pela variacao do valor econdémico da companhia nem pelas variagdes de precos. Compram ou vendem
por uma série de motivos que ndo se encaixam na mecanica de A ou de B;
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As premissas sobre as quais eu me apoiei para const  ruir um modelo util
para previsao da seérie de precos de Inepar (INEP4):
* H4& um determinado estoque total de acfes (F) que pode ser negociado, caracterizando o float da companhia (este estoque
poderia ser simplesmente caracterizado como uma fungéo saturacao;
* Tomando como condic¢des iniciais:

F=3.000.000 de acodes;

p,,=R$20,00/acéo;

p,=R$40,00/agéo;

A=1.000.000 de acbes;

d.=[-250.000;+250.000] ac¢des, de forma randomica,

Utilizamos métodos de Monte Carlo

e de Incluséao Diferencial para
realizarmos as estimativas dos

JUMPS (A) [—__ parémetros destas equacoes

PNG) - N(@) = K = e—*u,bé!/\a,b)’“ k=01, diferenciais estocasticas e

\\/\)Construirmos este grafico que segue!
l I « I 4 “ | i
AT A

REVERSAO PARA MEDIA (B) ::>

2 do=—8(c — 0) dt + kdz

1 |
T
ﬁ——q

7 A
y

anr! BROWNIANO (C)

dP = pPdl + oPdz

1
-
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O “reachable set” em um plano de preco x demanda para INEPA4:

Demanda (d ,+d+d) por INEP4

Inclusédo Diferencial

Float

Monte Carlo " "'.
.ol nge ;
\ :‘ uy o : :
. Sy o e Preco de INEP4
oo e | preco-alvo

Float F------mm oo oo oo o
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